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L. ‘implication statistique (1)

Un cadre théorique d ’analyse
exploratoire des données fondée sur
P’analyse statistique implicative
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Une question historique dans le developpement de I’'A.S.I. sur
laquelle se sont basés les travaux de Regis Gras (1933-2022),
fondateur du cadre théorique de I'A.S.I.

. Dans quelle mesure la réussite a un probleme
de type A entraine-t-elle la réussite a un

probleme de type B ?
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sujets A B
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Réussite B

Réussite A

[Réussite A] mmmdp[REUSSItE B]
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Réussite B

Réussite A

[Réussite Al m ? p[Reussite B]
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Enquete par Questionnaire

* Questionnaire et format des questions :

B - quest2008_2009. pdf
Adobe Acrobat Document
1 329 Ko

. * Traitements initiaux : saisie dans un tableau de données

nquete ] Jxls
3 E keSTAT2005 2009, x
A | Feuille Microsoft Office Excel 9.,
=11l §

il | 1679 Ko
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file:///D:/SPAD/SPAD7bis/ED485_2018/
file:///D:/SPAD/SPAD7bis/ED485_2018/

ASEEYS —~—— —— -

1 Vous et votre parcours antérieur de formation

=44 Homme Femme | [V2] Date de naissance : Codage pour anonymat :
(entourez Ia réponse)

V3] Vous étes-vous deja trouve(e)
connhaissances en statistique ? :(Entourer votre répo
1_Jamais |2_Rarement |3_Quelquefois |4_Sou

5 _Tres souvent |6_Presque
chaque jour
uises, cela vous pose-t-il des

[V4] Quand des connaissances en statistique sont
problemes ? . (Entourer votre réponse)

‘ 1_Pas dutout |2_Rarement |3_Quelquefois |4_Souvent es souvent |6_Toujours
Vari le blnalre 0 5 1 Age 3 la date d€
I'enquéte
Variable modale: 0;0,2;04;0,6;0,8;1
ASI - seminaite Martinique- Jean-Claude Régnier 24/06/2024 9




Implication statistique

Entre variables
binaires

Entre conjonctions
de variables

Entre...

- variables modales

- variables fréquentielles
- variables continues

- variables intervalles

Entre classes de
variables

Entre

variables de rang

ASI - seminaire Martinique- Jean-Claude Régnier
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Implication statistique

|
Wi
|

http:/ /www.numdam.org/article/RSA 2005 |53 1 5 0.pdf

Variables de rang
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http://www.numdam.org/article/RSA_2005__53_1_5_0.pdf
RSA_2005__53_1_5_0.pdf

Tab

eau de contingence

B| B estrealise B n'est pas realise | effectifs

A 1 0

A est realise

1 I'I{A et B) n{A et nonB) n{A}
/
A n'est pas
reaélse N(nonA et B) N(nonA et nonB) N(nonA)

effectifs N(p) / N(honB) N

/

Eftectitf attendu sous I’hypothese d’indépendance :

ASI - seminaire Martinique- Jean-Claude Régnier
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Tableau de contingence

B| B estrealise B n'est pas realise | effectifs

A 1
A est realise

1 I'I{A et B) n{A et honB) n{A}

A n'est pas
reaélse N(nonA et B) N(nonA et nonB) NnonA)
effectifs N(p) / N(honB) N
/
Effectif observe : N(a et nonB) < Na) NinonB)
N

Répulsion de A et nonB
Attraction de A et B

ASI - seminaire Martinique- Jean-Claude Reguer 24/06/2024 13



Tableau de contingence

B| B estrealise B n'est pas realise | effectifs
A 1
A est realise
1 N(A et B) N(A et nonB) Nea)
A n'est pas
reaélse N(nonA et B) N(nonA et nonB) NnonA)
effectifs N(p) / N(honB) N

Y 4

Effectif observe : N(a et nonB) > NA) NmonB)
n

Répulsion de A et B
Attraction de A et nonB

ASI - seminaire Martinique- Jean-Claude ixeguuns 24/06/2024 14



sujets AB*

-
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Etude des Similarités
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Tableau de contingence

N B est réalisé B n'est pas réalisé | effectifs
A 1 0

A est realise (A et B) N(A et nonB)

1 implication A vers B Na)
A nies_t pas (nonA et B) N(nonA et nonB)
reacl)lse implication nonB similarite nonA et nonB N(nonA)
vers nonA
effectifs N(B) N(nhonB) n

0=NaetnonB)S Nay= Ny N
0 < N(nonA et B)< NnonB) < Nnona) < N

ASI - seminaire Martinique- Jean-Claude Régnier
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Ressources...

Références bibliographiques sur 1'Analyse Statistique
Implicative

. https:

12 Colloques internationaux entre 2000 et 2023



https://sites.univ-lyon2.fr/asi/ref/refasi
https://sites.univ-lyon2.fr/asi/12/

Chatls
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L. implication statistique (2)

Quelques concepts fondateurs de

la méthode d’analyse statistique
= implicative

24/06/2024




Formalisation de la quasi-régle implicative dans ’approche classique

Y(ny)
E B(ny)

. X(n,)

A(n,)

Les parties grisées représentent les contre-exemples a I'implication a=b

Fig. 1- représentation par les diagrammes d’Euler
ASI - seminaite Martinique- Jean-Claude Régnier 24/06/2024 21




Variable b
| 0 Total
‘»-‘Tﬂl‘iﬂ}:}l& a ]. ”({T TAY E)) }'?(ﬁ’ A g) ”(ﬁ)

. 0 sanb) n(arb) nla)

Total 5 (p) n(h) n

TAB 4 - Tableau de contingence avec les notations ASI

ASI - seminaite Martinique- Jean-Claude Régnier 24/06/2024 22




Définition 1: la quasi-regle a= b est admissible aut niveau de confiance 1-o.
s1 et seulement s1 P1‘[(_'anff (XTI )<card(4A~ B )]_ o

Intumitivement et qualitativement, cect signifie que la quasi-
implication a=b sera admissible a l'tssue d'une expérience si le
nombre d'individus de E la contredisant est invraisemblablement
petit par rapport au nombre d'individus attendu sous une hypothese
d'absence de lien.

ASI - seminaite Martinique- Jean-Claude Régnier 24/06/2024 23




Intensité d'implication
p(a;b)

Définition 2: On appelle mtensite d’unplication de la quasi-regle a = b .
le nombre @(a.b)=1-Pr I('.‘m*ff (X V)= Card(AB )‘ S1 1 = 1

et

p(a.b)=0s11n, =n

ASI - seminaite Martinique- Jean-Claude Régnier 24/06/2024 24




Indice d’'implication

Définition 3: On appelle indice d’implication de la quasi-régle a = b,
. la variable aleatowe, notee O(a, b ), deduite de la variable aléatowe
Card (X ~Y) par centrage réduction

Card(X mI)—E[Card(X m1)]

O(a.b)= —
o[Card(X ~1)]

ASI - seminaite Martinique- Jean-Claude Régnier 24/06/2024
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L’ mtensite d’unplication est une valeur probabiliste, et non une frequence,
qui fonde la decision de retenur ou non une relation de quasi-unplication
entre les variables bmaires a et b.

Cette modelisation de la quasi-unplication est pertmente pour mesurer
I'étonnement face au constat de la petitesse du nombre des contre-
exemples en regard du nombre surprenant des instances de
I'implication. Il s’agit d'une mesure de la qualite inductive et intormative
de "umplication. Par conséquent, s1 la regle est triviale, comme dans le cas
ou B est tres grand ou coincide avec E, cet etonnement devient petit. Nous
demontrons (Gras R., 1996 ¢) d'ailleurs que cette trivialiteé se traduit par une
mntensite d'umplication tres taible, vowe nulle : Si, ngy étant fixe et A etant
inchis dans B, np tend vers n (B "croit" vers E), alors @(a,b) tend vers 0.
C’est pourquol nous definissons par « contmite »: @(a,b) = 0 s1n, = n. De
meme, s1 A B, ¢ (a,b) peut etre mterieure a 1 dans le cas ou la contiance

mnductive, mesuree par 1" etonnement statistique, est msuttisante.

ASI - seminaite Martinique- Jean-Claude Régnier 24/06/2024 26




Différents modeéles pour évaluer Pintensité
d’implication.

La détermination de Pintensité d’implication
. dépend du modele retenu pour définir la loi de

probabilité de la variable aléatoire « nombre de

contre-exemples ».

ASI - seminaite Martinique- Jean-Claude Régnier 24/06/2024 27




Modcle binomial (1)

Examiner la qualite de la quasi-regle a—b, dans le cas ou les variables
sont bmaires, revient a mesurer de fagon équivalente celle de 1’mclusion
du sous-ensemble des transactions satisfaisant a dans le sous-ensemble
des transactions satisfaisant b. Les contre-exemples relatifs a 1'inclusion
sont en effet les mémes que ceux quu sont relatifs a 1’1implication exprunée
par . « toute transaction satisfaisant a satistait aussi1 b ». Dans cette
optique ensembliste, des que n,<m,, la qualite de la quasi-regle a=b, ne

peut qu’étre seémantiquement meilleure que celle de b —>a. Nous

supposerons donc, par la suite, que n,<#n,; lors de 1’étude de a—=>b. Dans ce

cas, la population-mere est finie et Card E = n.

ASI - seminaite Martinique- Jean-Claude Régnier 24/06/2024
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Modcle binomial (2)

La modélisation bmomiale fut chronologiquement la premiere
adoptée. Rappelons brievement en quoi consiste le modéle binomial.
Avec les notations adoptées, X et I sont deux sous-ensembles aleatoires,

mdependamment choisis dans I'ensemble des parties de E, respectivement

de meémes cardinaux n, et n, que les sous-ensembles de realisations de a

et de b La valeur observee 77 - peut etre consideree comme la

realisation d'une variable aléatowe Card (X ~T ) qui represente le
nombre aléatoire de contre-exemples a I’mclusion de X dans Y, contre-
exemples observeés au cours de » tirages successifs indépendants.

ASI - seminaite Martinique- Jean-Claude Régnier 24/06/2024 29
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Modcle binomial (3)

De la, Card (X nY ) peut étre considérée comme une variable

Na Nb
bmomiale de parametres n et & ou 7 est elle-méme estunée parp =——.

n n
. Ainsi :

n n,n

b
2

)ﬂ—k

PrlCard(X ~T)=k|=CF 20y (1 -

bl
n n

ASI - seminaite Martinique- Jean-Claude Régnier 24/06/2024 30




Modcle binomial (4)

La- variable: centrée- réduite- estimée: (J(a, b ) - admet- alors- comme-
réalisation®:

_ Na NE
Rank —

\/ g 1y Hg 1y )

(-

2
Iy 1

ASI - seminaite Martinique- Jean-Claude Régnier 24/06/2024
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Modcle binomial (5)

Nous obtenons [I'mtensité d’implication empirique

estimeée

. ¢(a,b) :1—P1‘Q(a,3) < q(aj)lzl—iﬂbck e H'5) (1_
0

v

NB : La loi de probabilité de O(a,b) peut étre approchée par

H

celle de 1a lo1 de Laplace-Gauss centrée réduite N(0,1).




Remarque : Nous pouvons noter que I'mdice d implication est
nul s1 et seulement les deux variables a et b sont iidépéiidaites. En

ettet
_ Ngnj
— and — g Nh
g‘(ﬂ., .}}) = n =0 jgnd — a b _ 0
- - n
Ng N ;y HaMNb
(I-——F")
n 17-
N ¢ Ng Np
g(ﬂ, F’J) =0 Nark — a b
I ou encore
TN ee Hgnb _ Mg N
gla,b)=0c 2arh = Ta 70
n non
Cette derniere relation traduit la propriete d mdependance
statistique.

ASI - seminaite Martinique- Jean-Claude Régnier 24/06/2024
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Paramétrage

CHIC

ASI - seminaire Martinique- Jean-Claude Régnier

[ Moeuds zignificatifs

[ Calcul long

[ Caleul des intervalles

Couleurs des seuilz [par ardre décroizzant]
du graphe implicatif

Optionz d'Aprior

Mombre de prémizzes

1 [ Utilise l'originalité

Annuler

Fenétre de trawail
Largeur
GO0

H auteur

400

Seuil rinimum
de recherche

e

Seuil
d'équivalence

:

Seuil d'originalité

——
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Modele de Poisson (1)

Dans ce modele, nous considerons que la variable « nombre de contre-

exemples » Card(X Y suit la distribution de probabilités de la variabld

de Poisson de parametre 2

-
» " -5 A =h .
Vs e {LLLl...,,n}- PriCard( X T )=s]= e
| 3!
Dans notre situation » est remplace par son estumation :
s N,
A= A‘estz’mé _
Iy

ASI - seminaite Martinique- Jean-Claude Régnier 24/06/2024 35




Modele de Poisson (2)

En conséquence, la probabilit¢ pour que le hasard conduise, sous
I’hypothese d’absence de lien a prior1 entre a et 5, a au plus le nombre de

contre-exemples observe, est estimeée par :

L anh & -
PI‘[C{Ird (X YY) = ng]z Z et

L’ mtensité de I’mmplication estimée, notée ¢(a,b) est alors :

— o~
H.:z kb &

@(H;b):l—PI‘[C{IFd(X ﬁf)i;zaﬂg]: 1— —.E:‘_j'

F
=0 5!

ASI - seminaite Martinique- Jean-Claude Régnier 24/06/2024
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Modele de Poisson (3)

La variable « indice d"tmplication » est dans ce cas

 Card(X ~T)-Tale
O(a,b) = »
g g

I
La valeur empirique de I’indice :

Py

Hanb —
T

g(a.b) =
Mg Nh

I
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Lien entre I'indice d'implication dans le modele de Poisson
et la mesure du y”°

Proposition 3 Considérons la mesure %2 et I’indice d’implication g(a.b)

2 2
i i i 7 71
antre les variables bmaires a et b alors — =
g(a.B)?  numy
. 1,15
— ank .11, — 1. .
{ff(f?., .;‘r‘,:r) _ ¥l _ ' th el b
PN W 1P, Mg
71
et
( )
2 M, 5 F’?E B F’?E B }?d B
’ﬂ:—/ f—
LTS Eod £
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Modele de Poisson (4)

 Card(X nY)- fa b
O(a,b) = n__ qui résulte du centrage-réduction de la
NaNE

= ” =
variable de Poisson, Card(X r‘w?) , peut étre approchée par la variable gaussienne
centrée reduite N(O ;1).
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Modecle de Poisson (5)

PR
— _ l -
p(a,b)=1 —P1‘[Q(ﬂjr) < ¢(a, E})]: Ie 2 dt
Ry A

-

Insistons sur le sens de cette mtegrale. Elle represente la probabilite
gaussienne pour que le nombre de transactions observees satistaisant la quasi-
regle a = b, soit supérieur a celur qui serait observable sous I'hypothése
d'mdépendance de a et b. Autrement dit, Pr[Q(a.b) = g(a.b)]est la p-value
du test visant a retuter I'hypothese de I'indeépendance de a et 5 au profit d'une
relation de type quasi-implication
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Option

ak.
| Moeuds significatifs
Paramétrage ™ Calcul long Anuler |
CHIC | Calcul des intervalles
i
Fenétre de trawvail |
T Q2 dlimlicatiﬂn Largeur
{*+ |mplication zelon la théore n:lassiqus B0
Irmplication entropigue
Hauteur
Type de lai a0
(" Loi Binomiale

¢ Loi de Poizzon Seuil minirnLm

de recherche

. . |5EI
Couleurs des seuilz [par ardre décroizzant]

du graphe implicatit Seul

HEOE eaveknee

Optionz ddprion

ﬂ

Mombre de prémisses Seul d'anginalité

ASI - seminaire Martinique- Jean-Claude Régnier |1 [ Utilize l'oniginalité ||:| 41

TR . R — . - I R ———




L. ‘implication statistique (3)

Quelques concepts fondateurs de

la méthode d’analyse statistique
= implicative




option x|

ok |
X [T Moeuds significatifs
Paramétrage
v Calcul lang Annuler |
CHIC [T Calcul des intervalles

Fenétre de travall

Type dimplication Largeur
" Implication selon la théorie classique W

* |mplication entropique

Hauteur
Tupe de loi

1000
*+ | o Binormale
i Loi de Poizson S avil rainimum

de recherche

. . IEIII
Couleurs des zeulz [par ordre décroizzant)

du graphe imnplicatit Seul
. . . . d'équivalence
IEID
Options dAprion
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Formalisation de la quasi-régle implicative dans ’approche entropique (1)

Nous utilisons a la fois l'intensité d'implication et un autre indice qui rend compte de la
dissymetrie entre les situations S1=(a et b) et S'1=(a et non b) qui concerne la quasi-regle a=b

ainsi que celle entre les situations S2=(non a et non b) et S'2 =(a et non b) qui concerne la quasi-

- regle contraposeée. .

Ce sont les mémes instances qui contredisent la quasi-implication et sa contraposee
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Formalisation de la quasi-régle implicative dans ’approche entropique (2)

Fondée sur le concept d'entropie de Shannon (1949), Pentropie conditionnelle

relative a S1 et S’1 quand a est réalisée :

n n

n 1 — —
H(b/a)=- anb IDgZ anb B anb 1Gg2 anb
n, ng, n, n, -
— — H T ¥ — n— — n— =
H(a/b)=—- anb log» anb _anb logh anb

I’?B I’?E 1 E .’”.-'E
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Formalisation de la quasi-régle implicative dans ’approche entropique (3)

” _ — Ny o 1
Posons « =-—% la fréquence de a. ,8—— la frequence de non b et 7=

n n 7
frequence des confre-exemples. Nous construisons alors deux fonctions h; et h, definies dans

[0 ;1] comme suit :

a ﬂE

la

h(f) = H(b/a) = —(1-)log, (1 - =L log, L site[0.%[ethy(t) =1 si te[ £ . a]
a a o o 7 2
I [
hy(1) = H(afb)——(1——)1027(1——)——10g1 — s1te[0, B[t‘:’[h’? (t) = 15115[_, 8]
Jéj g B Je) 2 2
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Formalisation de la quasi-régle implicative dans ’approche entropique (4)

Définition 1. L' indice d'inclusion de A, support de a, dans B, support de b, est le
nombre qui integre l'information délivrée par la realisation du nombre de contre-

exemples, d'une part a la quasi-regle a=>b et, dautre part, a la quasi-regle

- non(b)=non(a) .

i(a,b) =[(1=h2(®))(1—h51))]

| =
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Formalisation de la quasi-régle implicative dans ’approche entropique (5)

Deéfinition 2 : L'intensitée d'implication-inclusion ou
Intensité entropique, est le nombre suivant:

- w(a.b) =[i(a,b) p(a,b)]"”
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Formalisation de la quasi-régle implicative dans ’approche implifiance

[implication+ confiance] (1)

Définition 3 : On appelle implifiance la mesure de I’implication
statistique qui prend en compte I’implication directe et sa contraposee
ainsi gue la confiance en chacune de ces deux formes inclusives.

. ®(a, b) = ¢(a,b)[C,(a,b)C,(b,a)]*/*

avec la confiance

Card(XNY) ngnp
Card(X)  n,

C.(a,b) = Fr|Y|X] =

Card(XNY) ngnp
Card(Y)  ng

C,(b,a) = Fr[X|Y] =

AST - 49



Extension de I’ Analyse Statistique Implicative
aux variables non binaires

relation de propension entre deux variables modales

Considerons pour cela, » couples de variables aleatorres X; et Y; mdependantes et

identiquement distribuees, pour tout sujet i, dont la moyenne et la variance estumees sont

celles des observations empiriques de E. Les realisations de ces wvariables sont
. )

respectivement les n couples (a;, b;) de valeurs de [0, 1]".
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1 1
m, = Ez a; Vg — EZ(ai — ma)2

IEE

T | 2 2.
v (v +m3z ) +mgvy,

n
Quant a I"estimation de I'intensite de propension, elle est encore Dbtenue par :

o(a.b) =1-Pi|0(a.5) < §(a.B)|= —2

. f T
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Représentations graphiques

. Graphe

implicatif
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Représentations graphiques

0,918 A/I;',ﬁ

Graphe
implicatif

0,94
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Représentations graphiques

(o)

I

Bleu :
. G]_’aphe z Rouge Eermeture
implicatif e he transitive

.y o(a,b) > 0.50
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du graphe implicatif

Options ddspricr
Maombre de prémiszes

e

[ Utilize 'originalité

Ok

Annuler
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LargeLr

1000

Hauteur

2000
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de recherche
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Seuil
d'équivalence
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Seuil d'originalité

-

Idiome francais
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[ Respeta las ocurrencias del grafo
[T Modos significativas

[T Calcula larga

[T Calcula de los intervalos

[ Guarda los resultadaos

Tipo de implicacidn
" Implicacion segun la teoria clasica
™ Implifiance

— Tipo de ley
* Ley Binomial

" Ley de Poiszon

Colores de loz umbrales [por arden
decreciente] del grafo implicativo

O pciones a priofi
Mumero de vanables

1 [~ Utiliza la originalidad

Ok,

Cancelar

Yentana de trabajo

Ancho
1000

alta
2000

rnbral mirnimo
de blizqueda

m—

mbral de
equivalencia

a0

Urmbral de
ariginalidad

a0

Idiome espagnol

(. x1 C
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[T Més significativos
[T Céalculo langa

[T Caleulo dos intervalos

— Tipo de implicagao
i Implicacdo sequndo a teoria clészica

" Implifiance

— Tipo de lei
f* LeiBinomial
" Lei de Poizzon

Cores doz valores de confianga [em
do grafa implicativo

Opcdes daprior

MHomero de vanaveis

I'I [ Utilize a originalidade
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OF.

Cancelar

Janela de
Largura
1000

Altura
2000
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e

Lirniar de
equivaléncia

30

YWalor de
=0

Idiome portugais
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Theése de doctorat en Sciences de I’éducation et de la formation (2023)
Mohamed Boumoudjou
Exemple Base de données

Enseignement-apprentissage des mathématiques par la

. résolution de problémes a DPécole primaire en contexte .

plurilingue au Maroc : prise en compte des ressources
mathématiques mobilisées dans des pratiques quotidiennes.

Approches pédagogique, didactique et ethnomathématique.
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Classification hiérarchique cohésive ou
cohésitive orientée

]
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FIG. 10 Un exemple de hiérarchie orientée
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Indice de coliesion degte 1 et 2

Définition de I’1ndice de cohésion de degreé 1 d’une classe a un élément{a}

coh(a) =1

Définition de I’1ndice de cohésion de degré 2 d’une classe a deux éléments {a,b}

coh(a,b) = (1 - [~p(logz(p)) — (1 — p)(logz(1 — p))I?): ol p = ¢(a, b) = 0.50

coh(a,b) =0sip =¢(a,b) <05
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Indice de cohésion degré r

Définition de I’indice de cohésion de degré r d’une classe C a r éléments {ai, az, ..., ar}

2 .
. j=2,...,7 j>i 1r(r-1)

coh(C) = ‘ ‘ coh(a;, a;)
| =1,..r-1 .
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Indice de cohérence d’une classe

- Définition: La cohérence o(C) d’une classe C d’une -

hierarchie orientée est définie par la probabilité Pr(l > 1).

Variable I = nombre d’inversions dans une permutation. Comparer 'ordre
des éléments de la classe orientée par la relation de quasi-implication et
Pordre des etfectifs dans la construction du graphe implicatif
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Indice CO de cohésion-cohérence d’une
classe C,

Définition : L’indice €0 de cohésion-cohérence qui

mesure la significativité de la classe Ck o formée au
niveau k + 1 est défini par :

C(Chy1)
F{C.ﬁ'}
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co(Crs1)= 0(Ck+1)
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